MAT. 307 TOPOLOJIYE GIiRiS DERSi BUTUNLEME SORULARI VE CEVAPLARI

1. Metrik uzaylarda biitiin sonlu alt kiimeler kapalidir, gosteriniz.

Coziim: (X ,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun.

A= {a} tek elemanli bir kiimeye uzakliklar1 sifir olan noktalarin kiimesi, tek elemanli A
kiimesidir. Gergekten,
d(x,A)=d(x,{a})=d(x,a)=0=x=a

dir. O halde A= {a} = A olup, A kapaldur.

Eger A={a,,a,,..,a,} = X sonlu herhangi bir altkiimesi olsun. Akiimesi tek elemanl
kapal1 kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir, yani

A={a}u{a,}u..uia,}

dir. Boylece sonlu sayidaki kapali kiimelerin birlesimi de kapali oldugundan A kapalidir.

2. Rasyonel ve irrasyonel sayilar kiimeleri, aligilmis reel uzayda yogun mudurlar, gosteriniz.

Coziim :
(X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A=X ise, Akiimesine X uzayinda her yerde

yogun denir.
Alisilmig reel uzayda Q,l R olsun. Bu durumda, Q ve I, R de her yerde

yogundurlar. Gergekten, Q =R ve |' = R dir. Diger taraftan,
Q=QuQ =R

I=1ul' =R
oldugundan Q ve |, R de her yerde yogundur.

3. (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A kapalidir < A < A, gdsteriniz.

Coziim : A kapali ve X, Ann bir yigilma noktasi ve X ¢ Aolsun. Bu durumda,

xe A" ve A° e7 dur. A® agik ve X iigerdiginden A° xin bir komsulugu ve A° " A= dir.
O halde X, A nin bir yigilma noktasi degildir. Bu bir ¢eliskidir. Boylece X € A dir, yani

A c A dur.

Tersine olarak, kabul edelim ki A biitiin yigilma noktalarini igersin. y € A® keyfi bir
nokta olsun. Bu durumda y, A nimn bir yigilma noktasi degildir. O halde, 3 U, = X acik
komsulugu var 5 U, " A= dir. Boylece y e A°® keyfi bir nokta ve U, © A® olmasindan

A® acik, A kapalidir.



4. (R,7y) alisilmis reel uzay ve A= (1,2] U {3,4,5} alt kiimesi verilsin. Bu topolojiye gore A
kiimesinin i¢ini, kapanisini ve sinirini bulunuz.

Coziim : 1¢ A oldugundan 1¢ A°dir. xe A ve 1<x<2 olsun. Bu durumda, 3r >0 sayisi
igin N=(x—r,x+r)eN(x) var > xe N c A dir. O halde xe A° dir.

2e A’ mi? Vr>0 sayst igin N=(2-r,2+r)z A oldugundan 2¢ A° dir.Benzer
sekilde gosterilir ki 3,4,5 ¢ A° dir. O halde A nini¢i A° = (1,2) acik araligidir.

A bulmak icin, A nin degme noktalarini bulmak yeterlidir. 1<X<2 i¢cin Xe€ A ve

3,45€A olmast tanima gore A nin degme noktalaridir. Ayrica V r>0 sayist ve

N=(1-r1+r)eN(1) igin NN A= oldugundan 1, A nin degme noktasidir. Bdylece A

nin biitiin degme noktalarimin kiimesi [1,2]w{3,4,5} dir, yani

A=[1,2]U{3,4,5)
olur. Son olarak Anin siniri,
OA=A\A° =[1,2]U{3,4,51\(1,2)={1,2,3,4,5)
olarak bulunur.

5 f= {[a,b) ;a<b,abe R} ailesinin R iizerinde bir topoloji igin taban oldugunu gosteriniz,
iirettigi topolojiyi bulunuz.
Coziim : [ ailesinin X iizerindeki bir topolojiye taban olmasi i¢in taban olma sartlari olarak
bilinen (bl) ve (b2) yi saglamasi gerekir. Gergekten, R bu sartlari saglar. R nin her bir
elemani kapali-agik bir araliga ait oldugundan R, S nin elemanlarinin birlesimi olarak
yazilabilir. Béylece (b1) 6zelligi saglanmis olur.
Herhangi [a,b),[c,d)e S i¢in [ab)n[c,d) arakesiti bos ise, (bl) saglandigindan
[a,b)n[c,d) e B dir. Bu durumda (b2)saglanmis olur. Eger
a<c<b<d=/[ab)n[c,d)=[c,b)
dir. [c,b) kapali-agik oldugundan [a,b)[c,d)e gir. Bu durumda (b2)saglanir. O halde £
ailesi R iizerinde
r:{ /) [a,b):ecﬂ}
[ab)eo
topolojisini iiretir. Bu topolojiye R nin alt limit topolojisi denir.
6. X#O kimesinin her x noktast i¢in komsuluk aksiyomlar1 diye adlandirilan
(N1),(N2),(N3),(N4) ozelliklerini saglayan B(x) ailesi verilsin. Bu durumda X kiimesi
iizerinde bir tek 7 topolojisi var dyle ki bu topolojiye gore X noktasinin komsuluklar ailesi

N(x),B(x) ailesine esittir, gsteriniz.

Coziim : S(x)ten faydalanarak bir 7 ailesi tanimlayalim:



r={AeP(X):xeAveAc B(x)}

olsun. Once 7 ailesinin sonlu kesisim ve keyfi birlesime gore kapali oldugunu gosterelim:

t2) Herhangi A A,,...A €z i¢in [J)A et ?
i=1

(N1) aksiyomundan [ )A =@ dir. xe /)A olsun. i=12,..,n i¢in xeA eB(x) tir.
i=1 i=1

(N3) aksiyomundan /") A e 8(x)olup 7 nun tanimindan /") A ez bulunur.
i=1

i=1

t3) {A}. crisin (/A er ?

iel

xe( /A olsun. Birlesim isleminden 3iyel igin xe A dir. A ep(x) ve A (/A

iel iel

olmast ve (N2)aksiyomundan [ /A e B(x) tir. 7 nun tanimmndan | /A e 7 bulunur.

iel iel
tl) Kesisim ve birlesim islemi tanimli oldugundan UA =4, NA =X dir. 7 nun
ied ied
tanimindan &, X € ¢ bulunur. Béylece 7, X tizerinde bir topolojidir.
7 topolojisine gore X € X noktasinin komsuluklar ailesi N(x) olsun. N(x)=(x)
mi?
VN e N(x) i¢in 3U ez var 6yle ki xeU <N dir. Uez ve xeU oldugundan

U € B(x) tir. (N2) aksiyomundan N e g(x) tir. O halde

N(x) = B(x) [1]
dir. VAepf(x) igin W :{ye X :Aeﬂ(y)} olsun. Aef(x) oldugundan W nm
tammindan X eW ve W = dir. VyeW igin Ae £(y) ve N(1) aksiyomundan y e A dur.
O halde W c A dur.

W ez mu? W nin agik oldugunu gostermek icin W , her elemaninin komsulugu
oldugunu gostermek yeterlidir. VyeW ve Ae g (y)vardlr Oyle ki her zeW dir. Boylece
VcW dir. Veg(y) ve (N2) aksiyomundan W e S(y) dir. Boylece W , igindeki her
noktanin komsulugudur. O halde W €z dir. Sonug olarak A, X noktasinin komsulugudur,
yani Ae N(x) dir. Boylece

A(x)=N(x) [2]
bulunur. [1] ve [2] den B(x)= N(x)dir.

Son olarak 7 nun tekligini gosterelim: Hipotezde verilen sartlar1 saglayan baska bir 7
topolojisi olsun. 7 ve 7 niin agiklar ayn1 oldugundan 7 =7 diir.



